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理解等和线  巧解系数和 

一、等和线背景 

苏教版必修 4第 71页例 4 

如图 1，△OAB 中，C 为直线 AB 上一点，
→
AC＝λ

→
CB(λ≠－1)．求证：

→
OC＝

→
OA＋λ

→
OB

1＋λ
． 

当 λ∈R 且 λ≠－1 时，
→
OC＝

→
OA＋λ

→
OB

1＋λ
是线段定比分点的向量公

式． 

若将
→
OC＝

→
OA＋λ

→
OB

1＋λ
改为

→
OC＝

1

1＋λ

→
OA＋

λ

1＋λ

→
OB，则为 A，B，

C 三点共线的条件． 

其一般结论为： 

结论 1  一般地，若存在两个实数 s，t，且 s＋t＝1，使得
→
OC＝s

→
OA＋t

→
OB，则 A，B，

C 三点共线；反之，若 A，B，C 三点共线，则 s＋t＝1． 

二、等和线性质 

如果 s＋t≠1，那么点 C 与直线 AB 又有怎样的位置关系呢? 

能否利用“三点共线”的一般结论，探究两个基底向量系数和所满足的关系． 

探究 1  如图 2，直线 AB 把不共线的三点 A，B，O 所在的平面

分成三个区域：不含点O的区域；直线 AB上；含点 O 的区域．当点

P 位于不含点 O 的区域时，设 OP 与直线 AB 交于点 P0，
→
OA与

→
OB不

共线，由共线向量定理，设
→
OP＝m

→
OP0(m＞1)，令

→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB，

→
OP0＝x0

→
OA＋y0

→
OB，得 λ＋μ＝m(x0＋y0)，又 P0 在直线 AB 上，由结

论 1 得 x0＋y0＝1．所以 λ＋μ＝m 为定值． 

探究 2  如图 3，过点P 有且只有一条直线 l 与直线 AB平行， 

在 l 上取一点 N，连接 ON，交 AB 于点 M，则
→
ON＝m

→
OM，由

探究 1(或利用三角形的相似性)，
→
ON对应以

→
OA，

→
OB为基底向量时

的系数和仍为定值 m．我们把这样的“与 AB 平行或重合的直线”

为等和线，其中当 l 与 AB 重合时，λ＋μ＝1． 

于是得到如下结论： 

结论 2  已知
→
OA，

→
OB是同一平面内两个不共线的向量，如果对于平面内的任一向量

→
OC，满足

→
OC＝λ

→
OA＋μ

→
OB且

→
OC是以“等和线”上的点为终点的向量，那么 λ＋μ＝m． 

图 1 

图 2 

图 3 
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如图 4，由结论 2 易得 λ＋μ＝m＝
|
→
OP|

|
→
OP0|

＝
|
→
ON|

|
→
OM|

＝…＝
d1

d2
(其中 d1，d2 分别为 O 到 l，AB

的距离)． 

于是得到如下结论： 

结论 3  当等和线 l 在点 O 与直线 AB 之间时，λ＋μ＝m∈(0，1)；当直线 AB 在点 O 和

等和线 l 之间时，λ＋μ＝m∈(1，＋∞)；当点 O 在直线 AB 与等和线 l 之间时，λ＋μ＝m＝－

|
→
OP|

|
→
OP0|

＝－
|
→
ON|

|
→
OM|

＝－
d1

d2
∈(－∞，0)．即点 P 距直线 AB 的距

离越大，对应的 λ＋μ的绝对值就越大，反之，也成立． 

通过以上分析，所有求解共起点向量线性运算的两个基

底向量系数和问题都可以转化为在等和线上适当选择一个特

殊点 N，连接 ON 交 AB 于点 M，则必有
→
ON＝m

→
OM，其中 AB

为 λ＋μ＝1 的等和线，所以求解
|
→
ON|

|
→
OM|

，便可得|m|，再根据

等和线所在的具体位置判断 m 的符号． 

以{
→
OA，

→
OB}作为平面向量的一组基底，直线 AB 是基底向量

→
OA，

→
OB的终点所在直线，

我们不妨称之为基准线．与基准线 AB 平行的直线 l 上的点所对的有序实数对(λ，μ)虽然不

同，但是其和却相等，即终点在等和线 l 上且以
→
OA，

→
OB为基底向量的向量的系数和相等．我

们不妨称结论 3 为基准线定理． 

三、等和线应用 

1  给定
→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB，求 λ＋μ的取值或范围 

例 1  (2017 年全国新课标Ⅲ12)在矩形 ABCD 中，AB＝1，AD＝2，动点 P 在以点 C 为

圆心且与 BD 相切的圆上．若
→
AP＝λ

→
AB＋μ

→
AD，则 λ＋μ的最大值为(   ) 

A．3        B．2 2         C． 5         D．2 

解析：如图 5，设圆 C 与 BD 切于点 E，连接 CE，则 CE⊥BD，

在 Rt△BCD 中，CD＝AB＝1，BC＝AD＝2，则 BD＝ 5，又
1

2

×BC×CD＝
1

2
×BD×CE，得 CE＝

BC×CD

BD
＝

2 5

5
， 

过动点 P 作基准线 BD 的平行线 l，当 l 与圆切于另一点点

F 时，过点 A 作 l 的垂线分别交直线 BD 和 l 于 G，H，由结论 2 易得 λ＋μ＝
AM

AB
＝

AH

AG
＝

3r

r
＝

3，此时，λ＋μ取得最大值，故选 A． 

评注：利用基准线定理求解形如
→
AP＝λ

→
AB＋μ

→
AD的系数和问题，其基本步骤如下：首

先将确定基底向量，将其转化为共起点的向量，其次连接基底向量的终点 B，D(即定位基准

图 4 

图 5 
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线 BD)，然后在点 P 所满足的轨迹内过点 P 作基准线的平行线 l，最后利用平行线分线段成

比例分别计算点 A 到 l 和 BD 的距离，再根据题设条件求出 λ＋μ 的值或范围．其流程可以

归纳为“判断共起点，定位基准线，作出平行线，探寻距离比”. 

 

例 2  如图 6，在正方形 ABCD 中，E 为 AB 的中点，P 是以 A 为圆心，AB 为半径的圆

弧 BD 上任意一点，设
→
AC＝x

→
DE＋y

→
AP，则 x＋y 的最大值为 ▲________．  

解析：如图 6，作 EF⊥AB 且 EF＝AD，连接 FA，FD． 

设 AC 交 FP，FD 于点 M，N，设 FD 交 AB 于点 Q． 

易证四边形 AFED 为平行四边形，则
→
 DE＝

→
 AF， 

由
→
AC＝x

→
DE＋y

→
AP，得

→
AC＝x

→
 AF＋y

→
AP， 

点 P 是以 A 为圆心，AB 为半径的圆弧 BD 上任意一点， 

当点 P 与点 D 重合时，AM 取得最小值，此时，点 M 与点 N 重合， 

由 E 为 AB 的中点，四边形 AFED 为平行四边形，得 Q 为 AE 的中

点，即
AQ

AB
＝

AQ

CD
＝

1

4
，又△ANQ∽△CND，所以

AN

NC
＝

1

4
，所以

AC

AN
＝5， 

由等和线性质，得 x＋y＝
AC

AM
． 

所以 x＋y 的最大值为 5． 

评注：由于基底向量不共起点，因此，要将其转化为共起点的向量，即过点 A 作
→
AF＝

→
DE．由于基底

→
AP的动态变化，从而导致基准线和等和线都在作相应的变化.为了便于分析

和求解，可以选择从特殊位置入手，观察基准线与等和线的位置变化，即当 P 为 CF 与圆弧

的交点时，基准线 PF 与等和线 CF 重合，此时，x＋y＝1；当点 P 在圆弧
︵

DP0上运动时，由

图易知 x＋y＞1，当点 P 与点 D 重合时，x＋y 取得最大值；当点 P 在圆弧
︵

 P0B上运动时，由

图易知 0＜x＋y＜1，当点 P 与点 B 重合时，x＋y 取得最小值．在探求含有动态变化的基底

向量问题其关键在于探究保持平行变化中满足条件的等和线的位置． 

 

【相似题组】 

1．如图 7，正六边形 ABCDE 中，P 是△CDE 内(包含边界)的动点，设
→
AP＝λ

→
AB＋μ

→
AF (λ，

μ∈R)，则 λ＋μ的取值范围是 ▲________． 

解析：解法 1：设正六边形 ABCDE 的边长为 1，以
→
AB，

→
AD

为基底，如图 7，建立斜坐标系 B－A－F，则 C(2，1)，D(2，2)，

E(1，2)． 

连接 BF，则直线 BF：λ＋μ＝1，将 BF 按向量
→
AB平移，当

直线 BF 与直线 CE 重合时，λ＋μ取得最小值，即(λ＋μ)min＝2＋ 图 7 

图 6 
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1＝3；将直线 BF 平移使其过点 D 时，λ＋μ取得最大值，即(λ＋μ)max＝2＋2＝4， 

所以，λ＋μ的取值范围是[3，4]． 

解法 2：设正六边形 ABCDE 的边长为 2，如图 8，连接 BF，CD 与 AD 分别交于点 N，

M，易求
AM

AN
＝3，

AD

AN
＝4． 

以向量
→
AB，

→
AF为基底向量，BF 为基准线，由结论 2 和 3

知，平移直线 BF，当其与直线 CD 重合时，λ＋μ 取得最小值，

即(λ＋μ)min＝
AM

AN
＝3；平移直线 BF，当其过点 D 时，λ＋μ 取得

最大值，即(λ＋μ)max＝
AD

AN
＝4． 

评注：解法 1 利用解析法求解，即通过建立斜坐标系，求出基准线的方程并结合线性规

划知识求解，这也是一个很好的选择．解法 2利用基准线定理求其范围，既方便又快捷. 

2．如图 9，△ABC 中，AB＝AC，D，E 分别在 AC，AB 上，且 AD＝DC，AE＝
1

2
EB，

EC 与 BD 交于点 G，点 P 在△DEG 内部(不含边界)，且
→
AP＝λ

→
AB＋μ

→
AC(λ，μ∈R)，则 λ＋

μ的取值范围是(   )． 

A．(
1

3
，

1

2
)       B．(

1

3
，

3

5
)       C．(

1

2
，

4

5
)        D．(

3

5
，

4

5
) 

解析：解法 1：以
→
AB，

→
AC为基底建立斜坐标系，设 AB＝AC＝1，则点 B(1，0)，C(0，1)，

D(0，
1

2
)，E(

1

3
，0)．直线 BC：x＋y＝1， 联立直线 EC：

x

1

3
 

＋
y

1
＝1

及直线 BD：
x

1
＋

y

1

2

＝1，解得 G(
1

5
，

2

5
)，设与 BC 平行的直线 l：x＋

y＝z，则 z 的几何意义为在轴(或 y 轴)上的截距，又动点 P(x，y)

在△DEG 内运动，所以 l 与△DEG 内部区域有交点，由图 9 易知，当 l 平移至点 G(
1

5
，

2

5
)

时，截距 z 有最大值为
1

5
＋

2

5
＝

3

5
，当 l 平移至点 E(

1

3
，0)时，截距 z 又最小值

1

3
＋0＝

1

3
(即点 E

的横坐标)，所以 z∈(
1

3
，

3

5
)，故选 C． 

图 8 

图 9 
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解法 2：以向量
→
AB，

→
AC为一组基底，点 P 在△DEF 内部(不含边界)，过 A 作 BC 的平

行线交 CE 的延长线于点 H，取 AE 的中点 M，因为 AD＝DC，所以 CE＝2DM，设 DM＝x，

则 CE＝2x，又因为 AE＝
1

2
EB，所以 HE＝

1

2
EC＝x，设 ME＝t，

则 EB＝4t，GE：DM＝4：5，故 GE＝
4x

5
．当点 P 运动到 G 点

时，λ＋μ取得最大值，即(λ＋μ)max＝
AF

AB
＝

HG

HC
＝

x＋
4x

5

3x
＝

3

5
；当点

P 运动到 E 点时，λ＋μ 取得最小值，即(λ＋μ)min＝
AE

AB
＝

1

3
，g 故

λ＋μ∈(
1

3
，

3

5
)，故选 C． 

评注：解法 1 通过建立适当的斜坐标系，求出两直线的交点 G，再结合线性规划知识求

λ＋μ 的范围．解法 2 利用基准线定理和平面几何的知识求解，需要较强的平面几何知识的

功底. 

3．已知△ABC 中，AB＝2，AC＝1，BC＝ 7，O 是△ABC 的外心，且
→
AO＝λ

→
AB＋μ

→
AC，

则 λ＋μ＝ ▲________． 

解析：解法 1：如图 11，O 是△ABC 的外心，过点 O 作基准线 BC 的平行线 l，再过点

A 作 l 的垂线分别交 BC 与 l 于点 M，N，连接 OC，在△ABC 中，

AB＝2，AC＝1，BC＝ 7，取 BC 的中点 H，则 CH＝
7

2
，且

OH⊥BC，由余弦定理易得∠BAC＝120º，再由正弦定理得 2OC

＝
BC

sin∠BAC
＝

7

sin120º
＝

2 7

3
，故 OC＝

7

3
，所以 OH＝ OC2－CH2

＝
7

2 3
，易证 NM＝OH＝

7

2 3
．在 Rt△ABM 中，易求 AM＝

3

7
．又

→
AO＝λ

→
AB＋μ

→
AC，根据基准线定理，易得 λ＋μ＝

AN

AM
＝

AM＋MN

AM
＝1＋

MN

AM
＝

13

6
． 

解法 2：如图 12，建立斜坐标系 xAy，在△ABC 中，由 AB

＝2，AC＝1，BC＝ 7，得 A(0，0)，B(2，0)，C(0，1)，
→
AB＝

(2，0)，
→
AC＝(0，1)，

→
AO＝(2λ，μ)，由余弦定理易得∠xAy＝

120º．又因为 O 是△ABC 的外心，所以
→
AO·

→
AB＝

1

2

→
AB 2＝2，

→
AO·

→
AC＝

1

2

→
AC 2＝

1

2
，即

→
AO·

→
AB＝2×2λ＋0×λ＋(0×2λ＋2μ)cos∠120º＝4λ－μ①，

→
AO·

→
AC＝

0×2λ＋μ＋(1×2λ＋0×μ)cos∠120º＝－λ＋μ②，联立方程①②，解得 λ＝
5

6
，μ＝

8

6
，所以 λ＋

μ＝
13

6
． 

图 10 

图 11 

图 12 
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2  给定
→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB，求 aλ＋bμ的取值或范围 

例 3  平行四边形 ABCD中，∠BAD＝60º，AB＝1，AD＝ 2，P为平行四边形内一

点，且 AP＝
2

2
，若

→
AP＝λ

→
AB＋μ

→
AD(λ，μ∈R)，则 λ＋ 2μ的最大值为 ▲________． 

解析：如图 13，在直线 AD 取点 D'，使得
→
AD'＝

2

2

→
AD，则

→
AP＝λ

→
AB＋μ

→
AD＝λ

→
AB＋ 2μ

→
AD'．连接 BD'，作与直线 BD'平

行的直线 MN，且与圆弧相切于点 p'，延长 OP'交 BD'于点 P''，

由结论 3 易知，当点 P 在圆弧
︵
EF上运动时，0＜λ＋ 2μ＜1，当

点 P 运动到与点 P'重合时，λ＋ 2μ 取得最大值，由平面几何知识易得(λ＋ 2μ)max＝
AP'

AP''
＝

6

3
，，所以 λ＋ 2μ的最大值为

6

3
． 

评注：利用基准线定理探求向量分解中的系数和问题时，特别要关注待求和的两个数是

否为基底向量的系数．比如，已知
→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB，求 aλ＋bμ的问题．通过构造新的基底

向量
→
OA'，

→
OB'，且满足

→
OA'＝a

→
OA，

→
OB'＝b

→
OB，从而“重新定位”基准线 A'B'，将其转化为以

向量
→
OA'，

→
OB'为基底的系数和问题． 

 

☆相似题组跟踪训练 

1．如图 14，在平行四边形 ABCD中，E，F分别为 CD和 BC的中点，若
→
AB＝x

→
AE＋

y
→
AF，则 2x＋4y＝ ▲________． 

解析：如图 15，作 AF的中点 F'，连接 EF'交 AB于点 B'，则 B'为 AB的中点，故
→
AB

＝x
→
AE＋y

→
AF＝x

→
AE＋2y

→
AF'，由基准线定理得 x＋2y＝

AB

AB'＝2，所以 2x＋4y＝4． 

 

 

 

 

 

2．平行四边形 ABCD 中，∠BAD＝60º，AB＝1，AD＝ 2，P为平行四边形内一点，

且 AP＝
2

2 ，若
→
AP＝λ

→
AB＋μ

→
AD，(λ，μ R )，则 λ－ 2μ的最大值为_______． 

图 13 

图 14 图 15 
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解析：如图 16，在直线 AD 取点 D'，使得
→
AD'＝－

2

2

→
AD ，则

→
AP ＝ λ

→
AB － 2μ(－

2

2

→
AD )＝ λ

→
AB － 2

μ
→
AD'．连接 BD'，作与直线 BD'平行的直线 l，设圆弧

︵
EF

的中点为 P0，由结论 3 易知，当点 P 在圆弧
︵

P0E上运动时，0＜λ－ 2μ＜1；当点 P 运动到

与点 P0 重合时，λ－ 2μ＝0；当点 P 在圆弧
︵

P0F上运动时，－1＜λ－ 2μ＜0． 当点 P 运动

到与点 E 重合时，λ－ 2μ取得最大值，由平面几何知识易得(λ＋ 2μ)max＝
AE

AB
＝

2

2
，所以 λ

－ 2μ的最大值为
2

2
． 

评注：由于待求和 λ－ 2μ的两个数不是基底系数的和，需要重新定位基准线，根据点

P 所满足的轨迹平移等和线并结合平面几何知识探寻 λ－ 2μ的最大值． 

 

3．给定
→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB中 λ与 μ的限制条件，求与点 P 相关的问题 

例 4  (2020 年江苏 13)如图 17，在△ABC 中，AB＝4，AC＝3，∠BAC＝90º，D 在边 BC 上，

延长 AD 到 P，使得 AP＝9．若
→
 PA＝m

→
PB＋(

3

2
－m)

→
PC (m 为常数)，则 CD 的长度是________． 

答案：0 或
18

5
 

解析：由
→
 PA＝m

→
PB＋(

3

2
－m)

→
PC (m 为常数)的基底向量的系

数和为
3

2
，根据结论 2，易知

PA

PD
＝

3

2
．又 AP＝9，得

9

PD
＝

3

2
，即 PD

＝6，所以 AD＝3，即点 D 在以 A 为圆心，3 为半径的圆上，又在

线段 BC 上，如图 17，故点 D 应为圆弧
︵
CG与线段 CB 的交点，即

点 C 和点 D0．当 D 与 C 重合时，CD＝0；当 D 与 D0重合时，在△ACD0 中，AC＝CD0＝3，

易求 cos∠ACB＝
3

5
，故 CD＝2×3×

3

5
＝

18

5
，所以 CD 的长度为 0 或

18

5
． 

评注：基准线定理是该题命制的依据．向量
→
 PA与两个基底向量

→
PB，

→
PC都在变动是该

题求解的难点．根据要求解的目标 CD 为定值，自然联想到“动中含定”的问题，思考条件

中的不变量是什么？导致不变的因素是什么?如何找到不变量所对应的位置?因此，基底向量

的系数和为定 值是解题的题眼，并利用结论 2，将问题“化动为静”再结合平面几何知识

求解． 

例 4  (2013 年安徽理)在平面坐标系中，O 为坐标原点，两定点满足|
→
OA|＝|

→
OB|＝

→
OA·

→
OB＝2，则点集{P|

→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB，|λ|＋|μ|≤1，λ，μ∈R}所表示的区域的面积为

图 16 

图 17 
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(   ) 

A．2 2       B． 2 3        C． 4 2        D． 4 3 

解析：解法 1：由|
→
OA|＝|

→
OB|＝

→
OA·

→
OB＝2，易得向量＜

→
OA，

→
OB＞＝60º．如图 18，

A，B 关于 O 的对称点为 A'，B'．当 λ≥0，μ≥0 时，若 λ＋μ＝1，

则点 P 位于线段 AB 上；当 λ≥0，μ≤0 时，若 λ－μ＝1， 
→
OP＝

λ
→
OA＋μ

→
OB＝λ

→
OA＋(－μ)

→
OB'，则点 P 位于线段 AB'上；当 λ≤0，

μ≥0 时，若－λ＋μ＝1，则
→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB＝(－λ)

→
OA'＋μ

→
OB'，则

点 P 位于线段 A'B 上；当 λ≤0，μ≤0 时，若－λ－μ＝1，则
→
OP＝λ

→
OA＋μ

→
OB＝(－λ)

→
OA'＋

(－μ)
→
OB'，则点 P 位于线段 A'B'上．又因|λ|＋|μ|≤1，应用性质

1 及 7，可知点位于矩形 ABAB 内(含边界)，其面积为 S＝4×
1

2

×2×2×sin
π

3
＝4 3． 

解法 2：如图 19，建立斜坐标系 xOy．设∠xOy＝θ，则 A(2，

0)，B(0，2)，所以 2＝ 

→
OA·

→
OB＝2×0＋0×2＋(2×2＋0×0)cosθ，得 cosθ＝

1

2
，即∠AOB＝60º，则

→
OP＝λ(2，

0)＋μ(0，2)＝(2λ，2μ)．令 2λ＝x，2μ＝y，则 P(x，y)满足|
x

2
|＋|

y

2
|≤1，即|x|＋|y|≤2，易

知点 P 的轨迹是在图中平行四边形 ABA'B'内部(含边界)所表示的区域，故其面积为 S＝4×
1

2

×2×2sin60°＝4 2，故选 D． 

 

☆相似题组跟踪训练 

1. 若△PAB 是边长为 6 的等边三角形，点 C 满足
→
PC＝x

→
PA＋y

→
PB，且 2x＋3y＝4，其

中 x＞0，y＞0，则
→
|PC|的取值范围为 ▲________． 

解析：解法 1：因为 2x＋3y＝4，所以
1

2
x＋

3

4
y＝1．令

→
PA'＝2

→
PA，

→
PB'＝

4

3

→
PB，如图 20，构造新的基底向量

→
PA'，

→
PB'表示

→
PC，即

→
PC

＝
1

2
x(2
→
PA )＋

3

4
y(

4

3

→
PB )＝

1

2
x
→
PA'＋

3

4
y
→
PB'，又 x＞0，y＞0，根据性质

1 易知点 C 在线段 A'B'(不含端点)上运动．因为△PAB 是边长为 6

的等边三角形，所以|
→
PA'|＝12，|

→
PB'|＝8，在△PA'B'中，由余弦

定理得(A'B')2＝|
→
PA'|2＋|

→
PB'|2－2|

→
PA'|·|

→
PB'|cos∠A'PB'＝112，故 A'B'＝4 7．过点 P 作

图 18 

图 19 

图 20 
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PD垂直于A'B'于点D，再利用三角形面积公式，得
1

2
×
→
|PA'|×

→
|PB'|sin60º＝

1

2
×|A'B'|×PD，

得 PD＝
12 21

7
．当点 C 与 D 重合时，

→
|PC|min＝

12 21

7
，当点 C 与 A'重合时，

→
|PC|max＝12，

又因为点 C 与 A'不重合，所以
12 21

7
≤
→
|PC|＜12． 

解法 2：由解法 1 易得|
→
PA'|＝12，|

→
PB'|＝8，以

→
PA'，

→
PB'为基底，如图 21，建立斜坐

标系 xPy，则 P(0，0)，A' (12，0)，B' (0，8)，易得直线 A'B'：
x

12

＋
y

8
＝1．过点 P 作 PD 垂直于 A'B'于点 D，得

→
PD⊥

→
A'B'，设 D(a，

b)，则
a

12
＋

b

8
＝1①，

→
A'B'＝(－12，8)，

→
PD＝(a，b)，故

→
PD·

→
A'B'＝

－12a＋8b＋(8a－12b)cos60º＝－8a＋2b＝0，即 b＝4a②，联立

①②得 a＝
12

7
，b＝

48

7
，即 D(

12

7
，

48

7
)，所以 PD＝

→
PD2＝

12 21

7
，故

→
|PC|min＝

12 21

7
，当点

C 与 A'重合时，
→
|PC|max＝12，又因为点 C 与 A'不重合，所以

12 21

7
≤
→
|PC|＜12． 

评注：解法 1 以 2x＋3y＝4 作为解题的切入点，将基底向量的系数和化为 1，此时，“基

准线”与向量
→
PC终点 C 所在的直线重合，通过观察很容判断动点 C 与定点 P 的距离大小，

这样的处理使得解题更为简捷．解题时一定要关注条件 x＞0，y＞0，它限制动点 P 的运动

轨迹，根据 “性质 1”，易知点 C 在线段 A'B'(不含端点)上运动，这样才能保证结论的正确

性．解法 2 利用斜坐标求解，其关键是求出垂足 D 的坐标，再结合斜坐标系下向量模的公

式很容易求出
→
|PC|的取值范围． 

2．已知 O 为△ABC 的外心，AB＝6，AC＝10，
→
AO＝x

→
AB＋y

→
AC，且 2x＋10y＝5，则

cos∠BAC＝ ▲________． 

解析：当 x＝0 时，y＝
1

2
，由

→
AO＝x

→
AB＋y

→
AC，得

→
AO＝

1

2

→
AC，所以△ABC 是以 AC 为斜

边的直角三角形，则 cos∠BAC＝
3

5
．当 x≠0 时，设

→
AE＝

5

2

→
AB，

→
AF＝

1

2

→
AC，

则|
→
AE|＝15，|

→
AF|＝5．由

→
AO＝x

→
AB＋y

→
AC，得

→
AO＝

2

5
x
→
AE＋2y

→
AF，又

因为 2x＋10y＝5，所以
2

5
x＋2y＝1，由结论 1 得 E，F，O 三点共线，又 F

为 AC 中点，故 EF⊥AC，所以 cos∠BAC＝
AF

AE
＝

1

3
． 

3．如图 23，已知△OAB，由射线 OA 和射线 OB 及线段 AB 构成如图所示的阴影区(不含边

界)．下列四个向量，对于点 M1，M2，M3，M4，落在阴影区域内(不含边界)的有(   ) 

图 21 

图 22 
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A．OM1
→

＝OA
→

＋2OB
→

  B．OM2
→

＝
3

4
OA
→

＋
1

3
OB
→

 

C．OM3
→

＝
1

2
OA
→

＋
1

3
OB
→

  D．OM4
→

＝
3

4
OA
→

＋
1

5
OB
→

 

解析：设 M在阴影区域内，则射线 OM与线段 AB有公共点，记为 N，则存在实数 t∈(0，

1)，使得BN
→

＝tBA
→

，即ON
→

＝tOA
→

＋(1－t)OB
→

，且存在实数 r＞1，使得OM
→

＝rON
→

，从而OM
→

＝

rtOA
→

＋r(1－t)OB
→

，且 rt＋r(1－t)＝r＞1．又由于 0＜t＜1，故 r(1－t)＞0． 

对于选项 A，rt＝1，r(1－t)＝2，解得 r＝3，t＝
1

3
，满足 r＞1，也满足 r(1－t)＞0，故 A

满足条件； 

对于选项 B，rt＝
3

4
，r(1－t)＝

1

3
，解得 r＝

13

12
，t＝

9

13
，满足 r＞1，

也满足 r(1－t)＞0，故 B满足条件； 

对于选项 C，rt＝
1

2
，r(1－t)＝

1

3
，解得 r＝

5

6
，t＝

3

5
，不满足 r＞1，

故 C不满足条件； 

对于选项 D，rt＝
3

4
，r(1－t)＝

1

5
，解得 r＝

19

20
，t＝

15

19
，不满足 r＞1，故 D 不满足条件． 

评注：设向量
→
OMi＝λOA

→
＋μOB

→
(i＝1，2，3，4)，根据题设条件和性质 1，易得 λ＞0，μ

＞，且 λ＋μ＞1，该问题的求解便可“秒杀”． 

内容拓展 

下面，我们从另外一个视角(斜坐标系)探究基底向量的系数和问题． 

平面向量基本定理：如果 e1，e2 是同一平面内两个不共线的向量，那么对于这一平面内

的任一向量 a，有且只有一对实数 λ1，λ2，使得 a＝λ1e1＋λ2e2． 

我们把不共线的向量 e1，e2 叫做表示这一平面内所有向量的一组基底． 

人教 A 版必修 4 第 102 页 B 组第 4 题，如图 24，设 Ox，Oy 是平面内相交成 60º角的

两条数轴，
→
e1，

→
e2分别是与 x 轴，y 轴正方向同向的单位向量，若

→
OP＝x

→
e1＋y

→
e2，则把有序实

数对(x，y)叫做向量
→
OP在坐标系 xOy 中的坐标．假设

→
OP＝3

→
e1＋2

→
e2，(1)计算|

→
OP|大小；(2)

由平面向量基本定理，本题中向量坐标的规定是否合理？ 

根据向量模的意义，易知
→
OP2＝(3

→
e1＋2

→
e2)2＝13＋12

→
e1·

→
e2＝19，

故
→
OP|＝ 19． 

根据平面向量基本定理，以平面内一组不共线的单位向量
→
OM，

→
ON为基底，对平面内任一向量

→
OP，有且仅有唯一的有序实数对(x，y)，使得

→
OP＝x

→
OM＋y

→
ON，

这样，对应于基底
→
OM， 

→
ON，向量

→
OP就与唯一确定的有序实数对(x，y)相对应．反之，如

果存在一对确定的有序数对(x，y)，那么 x
→
OM＋y

→
ON确定平面内唯一的向量．显然，根据平

图 23 

图 24 
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面向量基本定理，本题中向量坐标的规定是合理的． 

如果
→
e1，

→
e2为一组正交基底(即

→
e1⊥

→
e2)，那么(x，y)称为向量在直角坐标系下的坐标，如

果不是正交基底，我们不妨把它称为在基底(
→
e1，

→
e2)下的“斜坐标”. 

类比直角坐标系，并结合平面向量基本定理，不难得到，基于基底(
→
e1，

→
e2)下的斜坐标(λ，

μ)的一些性质如下． 

性质 1：如图 25，向量 OM、ON 所在的直线将平面区域分成四个部分，在四个区域内

点 P(x，y)的坐标符号与平面直角坐标系下的规律一致． 

证明：如图 5，设向量
→
OP在 x 轴，y 轴上的分解分别为

→
OA，

→
OB，则

→
OA＝x

→
OM，

→
OB＝

y
→
ON，在点 P(x，y)中，x，y 的几何意义为：x＝±

|
→
OA|

|
→
OM|

， y＝±
|
→
OB|

|
→
ON|

，当
→
OA与

→
OM，

→
OB

与
→
ON分别同向共线时，x，y 均为正值，类似可以分析 x，y 的其它取值情况，所以点 P(x，

y)在斜坐标系 xOy 的四个象限的坐标符号如图 6 所示． 

 

性质 2：如图 26，点 O，M，N 的坐标分别是(0，0)，(1，0)，(0，1)． 

证明：因为
→
0＝0·

→
OM＋0·

→
ON，

→
OM＝1·

→
OM＋0·

→
ON，

→
ON＝0·

→
OM＋1·

→
ON，所以根据斜坐

标系的定义，性质 2 得证． 

在直角坐标系下，x＋y＝1 表示过点(0，1)(1，0)的一条直线，那么在斜坐标系下，如图

7，x＋y＝1 表示什么呢?根据平面向量定理，易得性质 3. 

性质 3：二元一次方程 Ax＋By＋C＝0(A，B 不同时为 0)表示直线方程. 

证明： 

性质 4：如图 27，在斜坐标系下，x＋y＝k(k∈R)表示一族平行的直线，其中 k 为直线 x

＋y＝k 在向量
→
OM，

→
ON上的“截距”. 

性质 5：设 f(x，y)＝Ax＋By＋C，则在 A＞0 时，x2＞x1 等价于 f(x2，y0)＞f(x1，y)；在 B

＞0 时，y2＞y1 等价于 f(x0，y2)＞f(x0，y1)．在 A＜0(或 B＜0)时，结论相反. 

(简单直观地说，在 A＞0(B＞0))时，点越向右(上)，其坐标使函数 f(x，y)的值越大；在

A＜0(B＜0)时，点越向右(上)，其坐标使函数 f(x，y)的值越小．也可以理解为，当直线的斜

率大于 0，点越向右(上)，其坐标使函数 f(x，y)的值越大；当直线的斜率小于 0，点越向右

(上)，其坐标使函数 f(x，y)的值越小．) 

性质 6：设点 P1(x1，y1)，P2(x2，y2)，直线 l：Ax＋By＋C＝0．若直线 P1P2∥l，则 Ax1＋

By1＋C＝Ax2＋By2＋C(构造等和线的理论). 

性质 7：如图 27，在斜坐标系中，x，y 轴正方向所围成的区域被直线 AB 分割成两个部

分(不含边界)，其中，含点 O 区域内的点的坐标满足 x＋y＜1，不含点 O 区域内的点坐标满

足 x＋y＞1．类似的，在直线 M'N'分成的两个区域内，含点 O 区域内的点的坐标满足－x－

y＜1，不含点 O 区域内的点坐标满足－x－y＞1． 

 

mailto：郭建华%20%20guoyichen1004@163．com


相似题组微专题教学  金陵中学  郭建华  guoyichen1004@163.com 

12 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

当向量用坐标表示时，向量的和、差、向量数乘以及数量积等也可以用相应的坐标表示. 

设 Ox，Oy 是平面内相交成 θ(0＜θ＜π)角的两条数轴，
→
e1，

→
e2分别是与 x 轴，y 轴正方向

同向的单位向量，设
→
a＝x1

→
e1＋y1

→
e2，

→
b＝x2

→
e1＋y2

→
e2，根据斜坐标的定义，易得

→
a＝(x1，y1)，

→
b＝(x2，y2)，于是，便可以得到斜坐标系下平面向量的坐标运算． 

1．斜坐标系下平面向量的坐标运算 

已知向量
→
a＝(x1，y1)，

→
b＝(x2，y2)和实数 λ，那么

→
a＋

→
b＝(x1

→
e1＋y1

→
e2)(x2

→
e1＋y2

→
e2)＝(x1＋

x2)
→
e1＋(y1＋y2)

→
e2＝(x1＋x2，y1＋y2)；同理得

→
a－

→
b＝(x1－x2，y1－y2)；λ

→
a＝λ(x1

→
e1＋y1

→
e2)＝λx1

→
e1

＋λy1
→
e2＝(λx1，λy1)．在斜坐标系 xOy 中，若 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则

→
AB＝

→
OB－

→
OA＝(x2－

x1，y2－y1)． 

2．斜坐标系下平面向量共线的坐标表示 

设
→
a＝(x1，y1)，

→
b＝(x2，y2)(

→
a≠

→
0 )．如果

→
a∥

→
b，那么 x1y2－x2y1＝0；反过来，如果 x1y2

－x2y1＝0，那么
→
a∥

→
b． 

说明：斜坐标系与直角坐标系下的平面坐标运算以及向量共线的表示方法相同． 

3．斜坐标系下平面向量数量积、模、夹角的坐标表示 

由
→
a＝x1

→
e1＋y1

→
e2，

→
b＝x2

→
e1＋y2

→
e2，＜

→
a，

→
b＞＝θ，得

→
a ·

→
b＝(x1

→
e1＋y1

→
e2)( x2

→
e1＋y2

→
e2)＝x1x2

→
e1

2＋x1y2
→
e1·

→
e2＋x2y1

→
e2·

→
e1＋y1y2

→
e2

2，因为|
→
e1|＝|

→
e2|＝1，

→
e1·

→
e2＝cosθ，所以

→
a ·

→
b＝x1x2＋y1y2＋(x1y2

＋x2y1)
→
e2·

→
e1＝x1x2＋y1y2＋(x1y2＋x2y1)cosθ．即

→
a ·

→
b＝x1x2＋y1y2＋(x1y2＋x2y1)cosθ．由此得到如

下常用结论： 

(1)|
→
a|＝ x2

1＋y2
1＋2x1y1cosθ； 

(2) 
→
a⊥

→
b充要条件为 x1x2＋y1y2＋(x1y2＋x2y1)cosθ＝0； 

(3)cos＜
→
a，

→
b＞＝

→
a ·

→
b

|
→
a|·|

→
b|

＝
x1x2＋y1y2＋(x1y2＋x2y1)cosθ

 x2
1＋y2

1＋2x1y1cosθ x2
2＋y2

2＋2x2y2cosθ
． 

图 26 图 27 图 25 
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说明：特别地，当 θ＝
π

2
时，该坐标系为平面直角坐标系．可见，直角坐标系是一种一种

特殊的斜坐标系． 

 

mailto：郭建华%20%20guoyichen1004@163．com

